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@ Regla del limite
@ (f(n))

© o(f(n)

@ Ejercicios
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Motivacion

@ ;Cémo demostrar que g(n) € O(f(n))?
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Motivacion

@ Haciendo una demostracién por contradiccién.
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Motivacion

o Es decir, suponiendo que si lo estd y esperando llegar a una
contradiccién.
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Ejemplo: n® & O(n?)

Por contradiccién, vamos a suponer que n® € O(n?), asi deben existir
c>0y N €N tales que ¥n > N se cumple que n? < en?, por lo tanto:
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Ejemplo: n® & O(n?)

Por contradiccién, vamos a suponer que n® € O(n?), asi deben existir
c>0y N €N tales que ¥n > N se cumple que n? < en?, por lo tanto:

n3 < en?
n"2n3 < en’n?

n<c
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Ejemplo: n® & O(n?)

Por contradiccién, vamos a suponer que n® € O(n?), asi deben existir
c>0y N €N tales que ¥n > N se cumple que n? < en?, por lo tanto:

n3 < en?
n"2n3 < en’n?
n<c

La dltima desigualdad es falsa, por lo tanto hemos llegado a una
contradiccién porque los nimeros naturales no estan acotados
superiormente.
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Ejemplo: n® & O(n?)

Por contradiccién, vamos a suponer que n® € O(n?), asi deben existir
c>0y N €N tales que ¥n > N se cumple que n? < en?, por lo tanto:

n3 < en?
n"2n3 < en’n?
n<c

La dltima desigualdad es falsa, por lo tanto hemos llegado a una
contradiccién porque los nimeros naturales no estan acotados
superiormente. Asi concluimos que:

n® ¢ O(n?).
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La regla del limite

Afortunadamente existe una manera mas poderosa y versatil para probar
tanto que una funcién esta en el orden de otra, como para probar que una
funcién no esta en el orden de otra, se le llama la regla del limite.
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La regla del limite

Proposicién 1 (Regla del Limite)

Sean f y g dos funciones de comportamiento.

1. Si lim f(n) > 0 entonces f(n) € O(g(n)) y g(n) € O(f(n)).

=0 g(n)

2. Si lim fr) _ = 0 entonces f(n) € O(g(n)) y

3.Si lim ) _ = oo entonces f(n) ¢ O(g(n)) y

n—oo g(n)

g(n) & O(f(n)).

g(n) € O(f(n)).
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Ejemplos de uso de la regla del limite

2

1 ¢2 2 2 2
nl_)I&TTﬂ:§>O, asi n* € O(2n”) y 2n° € O(n”).
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Ejemplos de uso de la regla del limite

- 2n° )
nh_)ngoﬁ =2>0, asi 2n® € O(n?) y n* € O(2n?).
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Ejemplos de uso de la regla del limite

TL2

1
lim — = lim — =0, asi n? € O(n®) y n® ¢ O(n?).

n—oon, n—oon,
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Ejemplos de uso de la regla del limite

n3

. T _ 3 2 2 3
nh_}rr;oﬁfgggonfoo, asi n° ¢ O(n”) y n € O(n°).
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La regla de I'Hopital |

Teorema 2 (Regla de I'Hopital)
Supongamos que Ji\néof(n) =0y nlgrolog(n) =0, o bien nlbrgof(n) =0y
7}1_)11309(71) =00, y xll)nolof’(x)/g’(x) =/, donde fy g son las

correspondientes extensiones de f y g a los reales (f,g: R — R).
Entonces
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La regla de I'Hopital |1

o
lim logn _ lim —% lim — =0, asi logn € O(v/n)
n—o0o /m T nSoo 72\1/5 n—00 \F - & Y

vn ¢ O(logn).
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La regla de I'Hopital |1

|31~

1 1
98T _ Jim ™ = lim - = 0, asi logn € O(n) y n ¢ O(logn).

n—oo N n—oo | n—oon,
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La regla de I'Hopital |1

© Como logn € O(n), entonces logn < ¢n (parac>0yn > N), asi
nlogn < cn?, es decir, nlogn € O(n?). Y en general
n¥logn € O(nF*1).




La regla de I'Hopital 111

Por supuesto que podemos obtener la misma relacién usando la regla de
I'Hopital, pero con un poco mas de trabajo.
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La regla de I'Hopital 111

. n*logn oy knk_llogn—knk% B
n1—>n;>lo nktl n1—>H<}o (k; + ]_)nk B
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La regla de I'Hopital 111

. nFlogn ~ knFllogn 4+ nki
lim ———— = lim n o _
n=oo nktl n—00 (k; + ]_)nk
_ knFllogn +nF! . nk_l(k: logn + 1)
lim = lim =
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La regla de I'Hopital 111

. nFlogn ~ knFllogn 4+ nki
lim —g = lim z D=
n—oo nkt n—00 (k; + ]_)n
_ knFllogn +nF! . nk_l(k: logn + 1)
lim = lim =

. klogn+1 ‘m klogn + lim B
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La regla de I'Hopital 111

. nFlogn ~ knFllogn 4+ nki
lim —g = lim z D=
n—oo nkt n—00 (k; + ]_)n
_ knFllogn +nF! . nk_l(k: logn + 1)
lim = lim =

. klogn+1 ‘m klogn + lim B

k logn . 1 1

AT n ot in
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La regla de I'Hopital 111

. nFlogn ~ knFllogn 4+ nki
lim —g = lim z D=
n—oo nkt n—00 (k; + ]_)n
_ knFllogn +nF! . nk_l(k: logn + 1)
lim = lim =

. k:logn +1 ‘m klogn + lim B
k logn . 1 1

nh—{&k—i-l n +nl>nol<>k—|—1n

k logn ) 1 1
lim hm im =
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La regla de I'Hopital 111

. nFlogn ~ knFllogn 4+ nki
lim —g = lim z D=
n—oo nkt n—00 (k; + ]_)n
_ knFllogn +nF! . nk_l(k: logn + 1)
lim = lim =

i Flognt1 - - klogn . 1

k logn . 1 1

nhook +1 n | nosktln
k 1 1 1
lim lim —&" + lim lim — =
k 1
—0+——0=0

E+1 E+1

tica |
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Sutileza importante

Observacién 3

@ Es correcto afirmar que como logn € O(n), entonces logn < cn
(para c >0y n > N), asi n¥logn < cnf*! (parac>0yn> N)y
por tanto n*logn € O(nF*1).




Sutileza importante

Observacién 3

@ No obstante, sélo a través de la regla del limite podemos asegurar que
nFlogn € O(n**1) y que n*+1 ¢ O(n*logn).
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Demostracion de la regla del limite |

Definicién 4

Sea f: N — R una funcién, se dice que f converge a ¢, o que £ es el
limite de f cuando n tiende a infinito ssi para toda € > 0, existe N, € N
tal que si n > N, entonces |f(n) — ¢| < e. Simbdlicamente nh_}rrolof(n) =/
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Demostracion de la regla del limite Il

1. Si nh_{réom = a > 0 entonces f(n) € O(g(n)) y g(n) € O(f(n)).
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Demostracion de la regla del limite Il

1. Si nh_{réom =a > 0 entonces f(n) € O(g(n))y g(n) € O(f(n)).
Demostracion:
o <o o< T os
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Demostracion de la regla del limite Il

1. Si nh_{réom = a > 0 entonces f(n) € O(g(n)) y g(n) € O(f(n)).

Demostracion:

— —a| < e —e< — —a <€
g(n) g(n)

f(n) f(n)

—X —a<e&s —-<e+ta

g(n) g(n)

‘f(n) ‘ f(n)
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Demostracion de la regla del limite Il

f(n)

1. Si nh—%om = a > 0 entonces f(n) € O(g(n)) y g(n) € O(f(n)).
Demostracién:
‘gm) | <co s g(n) " °
gln) T T g T

f(n) <(e+a)g(n), .. f(n) € O(g(n)).
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Demostracion de la regla del limite Il

1. Si nh_{réom = a > 0 entonces f(n) € O(g(n)) y g(n) € O(f(n)).

Demostracion:

G R () B
‘gm) ‘<@ Sy T
LG N () NP
o) CS T gm) <
f(n) < (e +a)g(n), .. f(n) € O(g(n)).
e T Cetaygtn) < )

g(n)




Demostracion de la regla del limite Il

1. Si nh_{réom = a > 0 entonces f(n) € O(g(n)) y g(n) € O(f(n)).

Demostracion:
f(n) f(n)
PR R T RLRE

f(n) f(n)

—X —a<e&s —-<e+ta

g9(n) g9(n)
f(n) <(e+a)g(n), .. f(n) € O(g(n)).

—€ M—a —€ a n n
< s —a e (~etalg(n) < f(n)




Demostracion de la regla del limite 11l

2. Si lim fn) = 0 entonces f(n) € O(g(n)) y g(n) ¢ O(f(n)).

n-—oo g(n)
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Demostracion de la regla del limite 11l

2. Si nlgrolom = 0 entonces f(n) € O(g(n)) y g(n) ¢ O(f(n)).
Demostracion: ) )
’g(n) <e= —€e< m <€
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Demostracion de la regla del limite 11l

2. Si nlgrolom = 0 entonces f(n) € O(g(n)) y g(n) ¢ O(f(n)).
Demostracion: ) )
’g(n) <e= —€e< m <€

f(n) <eg(n), . f(n) € O(g(n)).
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Demostracion de la regla del limite 11l

2. Si nlgrolom = 0 entonces f(n) € O(g(n)) y g(n) ¢ O(f(n)).
Demostracion: ) )
’g(n) <e= —€e< m <€

f(n) <eg(n), . f(n) € O(g(n)).

Suponga que g(n) € O(f(n)) < g(n) < df(n)




Demostracion de la regla del limite 11l

2. Si nlgrolom = 0 entonces f(n) € O(g(n)) y g(n) ¢ O(f(n)).
Demostracion: ) )
’g(n) <e= —€e< m <€

f(n) <eg(n), . f(n) € O(g(n)).

Suponga que g(n) € O(f(n)) < g(n) < df(n)




Demostracion de la regla del limite 11l

f(n)

2. Si JLI%OM = 0 entonces f(n) € O(g(n)) y g(n) ¢ O(f(n)).
Demostracion: ) )
’g(n) <e= —€e< m <€

f(n) <eg(n), . f(n) € O(g(n)).

Suponga que g(n) € O(f(n)) < g(n) < df(n)

n)
)

Y

lo cual contradice que nlLrgO% =0, ...g(n) ¢ O(f(n)).




Demostracion de la regla del limite IV

3. Si lim /() = 0o entonces f(n) ¢ O(g(n)) y g(n) € O(f(n)).

w350 g(n)
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Demostracion de la regla del limite IV

3. Si lim /() = 0o entonces f(n) ¢ O(g(n)) y g(n) € O(f(n)).

w350 g(n)

Demostracion:
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Demostracion de la regla del limite IV

3. Si nh—{glog((z; = 0o entonces f(n) ¢ O(g(n)) y g(n) € O(f(n)).
Demostracion:
e < T o gn) < ZF0). 2. a0) € O ).

Suponga que f(n) € O(g(n)) & f(n) < dg(n),
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Demostracion de la regla del limite IV

3. Si lim /() = 0o entonces f(n) ¢ O(g(n)) y g(n) € O(f(n)).

w350 g(n)

Demostracion:

e < T o gn) < (), - gn) € O(F ().

Suponga que f(n) € O(g(n)) & f(n) < dg(n),

f(n)

o) =




Demostracion de la regla del limite IV

3. Si lim /() = 0o entonces f(n) ¢ O(g(n)) y g(n) € O(f(n)).

w350 g(n)

Demostracion:

e < T o gn) < (), - gn) € O(F ().

Suponga que f(n) € O(g(n)) & f(n) < dg(n),

)

g(n) —

~—

lo cual contradice que 1}1_)11&0% =00, ... f(n) ¢ O(g(n)).




@ Asi como se establecié que un algoritmo no puede ser mas lento que
otro, podemos hacer algo para decidir que un algoritmo no puede ser
mas rapido que otro.
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@ Lo cual parece sencillo pues esta idea maneja la negacién de lo que
antes hemos visto.
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Q(f(n))

Definicién 5

La clase de funciones que estan acotadas inferiormente por un miltiplo
de f es:

Q(f(n) = {g: N> R|3d > 0,N € N)(vn > N)(g(n) > df(n))}.
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Regla de dualidad

La relacién entre O y () esta dada por la siguiente proposicién.

Proposicién 6 (Regla de la Dualidad)

Sean fy g funciones de comportamiento, entonces g(n) € Q(f(n)) ssi

f(n) € O(g(n)).

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)



O(f(n)) |

@ Recordemos que el principio de invarianza establece que cualesquier
implementaciones de un mismo algoritmo con comportamientos f1(n)
y fa(n) satisfacen que f1(n) < cfa(n) y dfa(n) < fi(n) para ciertas
constantes ¢,d > 0 y para toda n > N.
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O(f(n)) |

@ Este hecho aclara el uso de g(n) € O(f(n)) y g(n) € Q(f(n)), al
afirmar que g(n) no puede ser méas lenta que f(n) y g(n) no puede
ser mas rapida que f(n).
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O(f(n)) |

e La equivalencia de comportamientos es entonces cuando g(n) no
puede ser mas lenta ni mas rapida que f(n).
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O(f(n)) It

Definicién 7

La clase de funciones equivalentes a f es:

O(f(n)) = O(f(n)) N Q(f(n))-

O bien
O(f(n)) ={g(n)|(3c,d > 0,N € N)(Vrn > N)(df(n) < g(n) < cf(n))}




O(f(n)) N

Observacion 8

© Anilogas a las reglas del umbral y el méximo para O, son vélidas para ©:
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O(f(n)) N

Observacion 8

© Anilogas a las reglas del umbral y el méximo para O, son vélidas para ©:

Regla del Umbral para ©: Sea f estrictamente positiva. g(n) € ©(f(n)) si
y sblo si existen ¢,d > 0 tal que df(n) < g(n) < cf(n), para
toda n € N.
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O(f(n)) N

Observacion 8

© Anilogas a las reglas del umbral y el méximo para O, son vélidas para ©:

Regla del Umbral para ©: Sea f estrictamente positiva. g(n) € ©(f(n)) si
y sblo si existen ¢,d > 0 tal que df(n) < g(n) < cf(n), para
toda n € N.

Regla del Maximo para ©: O(f(n) + g(n)) = ©(max{f(n),g(n)}).
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O(f(n)) N

Observacion 8

© Anilogas a las reglas del umbral y el méximo para O, son vélidas para ©:

Regla del Umbral para ©: Sea f estrictamente positiva. g(n) € ©(f(n)) si
y sblo si existen ¢,d > 0 tal que df(n) < g(n) < cf(n), para
toda n € N.

Regla del Maximo para ©: O(f(n) + g(n)) = ©(max{f(n),g(n)}).

@ Con ligeros cambios respecto de O tenemos la regla del limite para O:




O(f(n)) N

Observacion 8

© Anilogas a las reglas del umbral y el méximo para O, son vélidas para ©:

Regla del Umbral para ©: Sea f estrictamente positiva. g(n) € ©(f(n)) si
y sblo si existen ¢,d > 0 tal que df(n) < g(n) < cf(n), para
toda n € N.

Regla del Maximo para ©: O(f(n) + g(n)) = ©(max{f(n),g(n)}).

@ Con ligeros cambios respecto de O tenemos la regla del limite para O:

Regla del Limite para ©: Sea li_>m f(n)/g(n) = a,




O(f(n)) N

Observacion 8

© Anilogas a las reglas del umbral y el méximo para O, son vélidas para ©:

Regla del Umbral para ©: Sea f estrictamente positiva. g(n) € ©(f(n)) si
y sblo si existen ¢,d > 0 tal que df(n) < g(n) < cf(n), para
toda n € N.

Regla del Maximo para ©: O(f(n) + g(n)) = ©(max{f(n),g(n)}).

@ Con ligeros cambios respecto de O tenemos la regla del limite para O:
Regla del Limite para ©: Sea li_>m f(n)/g(n) = a,
@ si a > 0 entonces f(n) € B(g(n)).
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O(f(n)) N

Observacion 8

© Anilogas a las reglas del umbral y el méximo para O, son vélidas para ©:

Regla del Umbral para ©: Sea f estrictamente positiva. g(n) € ©(f(n)) si
y sblo si existen ¢,d > 0 tal que df(n) < g(n) < cf(n), para
toda n € N.

Regla del Maximo para ©: O(f(n) + g(n)) = ©(max{f(n),g(n)}).

@ Con ligeros cambios respecto de O tenemos la regla del limite para O:
Regla del Limite para ©: Sea lim f(n)/g(n) = a,
n—oo

@ si a > 0 entonces f(n) € B(g(n)).
@® si a =0 entonces f(n) € O(g(n))y f(n) ¢ O(g(n)).
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O(f(n)) N

Observacion 8

© Anilogas a las reglas del umbral y el méximo para O, son vélidas para ©:

Regla del Umbral para ©: Sea f estrictamente positiva. g(n) € ©(f(n)) si
y sblo si existen ¢,d > 0 tal que df(n) < g(n) < cf(n), para
toda n € N.

Regla del Maximo para ©: O(f(n) + g(n)) = ©(max{f(n),g(n)}).

@ Con ligeros cambios respecto de O tenemos la regla del limite para O:
Regla del Limite para ©: Sea lim f(n)/g(n) = a,
n—oo

@ si a > 0 entonces f(n) € B(g(n)).
® si a =0 entonces f(n) € O(g(n)) y f(n)
© Sia = oo entonces f(n) € Qg(n))y f(n

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)




Ejercicios

© Demuestre la regla de la dualidad.

@ Demuestre o refute las siguientes afirmaciones:
0 n3 € Q(n?).
e 2"t e Q(2n).
0 n!leQ((n+1).

© Demuestre la regla del maximo para ©.

@ Demuestre la regla del limite para O.
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